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91. 


SUR LE PROBLÈME DES CONTACTS. 


[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XXXIX. 
(1850), pp. 4—13.] 


JE me propose ici la solution analytique du problème suivant: 


“Étant données trois coniques inscrites à une même conique: trouver une autre 
conique, aussi inscrite à cette conique, qui touche les trois coniques inscrites; et tirer 
de là les constructions géométriques ordinaires.” 


Je commence par récapituler quelques-unes - des propriétés d’un système de trois 
coniques inscrites à la même conique. 


Un système de six droites qui passent trois à trois par quatre points, s'appelle 
quadrangle. Les points de rencontre des côtés opposés sont les centres du quadrangle; 
les côtés du triangle formé par ces trois centres sont les axes du quadrangle. De même, 
un système de six points situés trois à trois sur quatre droites, s'appelle quadrilatère. 
Les droites qui passent par les angles opposés sont les ases; et les angles du triangle 
formé par les trois axes sont les centres du quadrilatère. 


Deux coniques quelconques se coupent en quatre points qui forment un quadrangle 
inscrit aux deux coniques. Elles ont quatre tangentes communes qui forment un 
quadrilatère circonscrit aux deux coniques. Le quadrangle inscrit et le quadrilatère 
circonscrit ont.les même centres et les mêmes axes. 


Si deux coniques sont circonscrites ou inscrites l’une à l’autre, la droite qui passe 
par les deux points de contact s'appelle chorde de contact, et le point de rencontre des 
deux tangentes communes s'appelle centre de contact. 


Cela posé: les coniques circonscrites à deux coniques données, peuvent être divisées 
en trois classes: une conique circonscrite appartient à une quelconque de ces trois 
classes, selon que les points de rencontre des chordes de contact de la conique 
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circonscrite et de chacune des deux coniques données coïncide avec un quelconque des 
trois centres du quadrangle inscrit, ou du quadrilatère circonscrit; ou, si l’on veut, 
selon que la droite qui passe par les centres de contact de la conique circonscrite et 
des deux coniques données, coïncide avec un quelconque des trois axes du quadrangle 
inscrit, ou du quadrilatère circonscrit. 


En considérant les deux coniques données, et une conique circonscrite, nous dirons 
que les deux côtés du quadrangle inscrit qui se coupent dans le point d’intersection 
des deux chordes de contact, sont les axes de symptose des deux coniques données, et 
que les deux angles du quadrilatère circonscrit, situés sur la droite qui passe par les 
deux centres de contact, sont les centres d'homologie des deux coniques données. 


Soient maintenant inscrites trois coniques à la même conique. En combinant deux 
à deux ces trois coniques, les six axes de symptose se couperont trois à trois en quatre 
points que nous nommerons centres de symptose, et les six centres d’homologie seront 
situés trois à trois sur quatre droites que nous appelerons ases d’homologie. 


Soient 
U+V'=0, U+V/=0, U+V/=0 


les équations des trois coniques inscrites, où 


U = Aæ + By + Ce + 2Fyz + 2Gxz + 2Hxy, 
Vi=ax +y + y, 
Vi= ax + By + y2, 
V= ae + By + y. 
Si læ + my +nz = 0 


est l'équation d’une tangente commune aux coniques U + V*=0, U+ V; =0, les formules 
de la “Note sur quelques formules &c.” [90] en adoptant la notation de cette note, 
donneront les équations 


(K + Aa +.) (AE +...) — (Aal +... = 0, 
(K + Aa + …) (AP +...) — (Aal +... = 0, 


qui serviront à déterminer les valeurs de l, m, n; on obtient par là l’éxpression 
NX + Bas t ...) (Aal + ...)- (E + Aa +...) (Aal + ...), 
qui fait voir que l'équation læ + my + nz=0 est satisfaite en écrivant 


2: y: z= (KR + a+...) (A a +A, + Gi y) — VX + as +...) (À à + 198 + Cry)... (1) 
: NOK + Aa + …) (a +B 8, + Fm) -NAE + Aa +...) (a + D 8, + fr) 


: (E + Aa! +...) (Ga + F8, + € y) — V(K + Aa +...) (Ga, + 4 8: + Ty), 
66—2 
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et ces équations, qui peuvent aussi être présentées sous la forme plus simple 


Akt Hy FO Her BYE PET RE RYA OZ aee eea T sua Eeee ahi (2), 
= y (K +Aat...)as— (K + Aat...) a 
: y (EK + Ba...) Ba — V(K + Ba ….) B, 
: y (K + Aa? ...)ya— (KR + Aar...) y1, 


correspondent à un centre d’homologie des deux coniques U+ V?=0, U+ Vř=0. 
En mettant, pour abréger, 
M(E +a? + ...)=pi, N(K +a +t ...)= Pa, N(E + Aat...) = Ps oen (3), 


on obtient facilement, pour un des axes d’homologie des trois coniques, l'équation 


Duo Dos: De RUE rte desvpe asp (4), 
Az+Hy+Gz, a, aa, a 
He +By+Fz, Bo Ba É 
QGaæ+Fy+0z, Yı, Ya Ys 
et celles des trois autres axes d’homologie en peuvent être tirées en changeant les 
signes de Pı, Pa, Ps- 
Remarquons que l'équation 
Lt lt 0 ml VETA EURE (5) 
Axz+Hy+Gz, à, a+, a; 
Hx+By+Fz BB, Bao Ba 
Gax+Fy+Cz Yin Ya. Ys 
est celle de la polaire dun des centres de symptose des trois coniques par rapport à 
la conique circonscrite U= 0, savoir de celle qui est donnée par le système V, = V, = V;, 


et que les équations des trois autres polaires correspondantes se trouveront en changeant 
les signes de a, B,, nm, ou de a, B:, Ya, ou de &, Bs, Ys 


Cherchons le pôle de Faxe d’homologie dont nous venons de trouver l'équation, par 
rapport à une quatrième conique inscrite U + V? =0 (V =as+ By + y2) En exprimant 
cette équation par læ +my+nz=0, on obtiendra les coordonnées de ce pôle au moyen 


de l'équation 
K(X + pY + v2)=p (At...) (Ban +...) (Aal H.) eeen (6), 


où, pour abréger, on a mis p=y4 (K +A +...) (Mémoire cité; équation (12)) Mais 
ici on a 
læ + my + nz = Pı» Pa P3 
Ax+Hy+Gz i a, Qi 


pe Bir Bi; ISA 
Ga+Fy+Cz M, Ya Ys 


www.rcin.org.pl 


91] SUR LE PROBLÈME DES CONTACTS. 525 


ce qui donne immédiatement 


AN +... =K Pis Parlo Al E Pas Cu: Ds N 
A -a piaus 08 A Mit du T 
hs. Bis Ba; Ês BE Bis Pan Ba 
Pa Var RTS TTS SUR 


et de là on obtient 


AX + uY += Pis Po Ps | — (A+...) Di S PEAD VAE 
Aer Bus | as M As A1, A», As 
H ĝi, Ba, Bs B, Bi, Ba, Bs 
v, TES Y2, Y3 Y, Yay Yz; Y3 | 


savoir, en considérant cette équation comme identique par rapport à À, y, v, on obtient 
les coordonnées X, Y, Z du point dont il s’agit. En prenant particulièrement ce pôle 
par rapport à la conique U + V; = 0, cette équation se réduit à 


1 

FE D D p Du Bebe (an +] a a, 4 |... (8), 
À; LEE Qa, LE Ba; Ba) Ba 
H Bi Ba; Ês Yas Yan Yz 


Ha a TA a a 
où, si lon veut, X, Y, Z seront déterminés par les expressions 
aX +BY +yl=-p? +a +..., =K) 
aX +BY + YZ =— pp: + Aan t... , | nel. At : (9). 
aX +BY + yZ = — pips + Aam + .…, j 


Le facteur = a été supprimé. De là on obtient aussi l'équation de la droite menée 
1 


par ce point, savoir par le pôle de laxe d’homologie par rapport à la conique 
U+V=0, et par le centre de symptose V, = V,= V,. En effet, cette équation est 


PF; Fa V, ES SE (10). 
+; To, 1 | 
PE — Aa... pipe — Anm —.…., Pps — Ana — … 


On pourrait également chercher le point d’intersection de la polaire du centre de 
symptose V;= V,= V, par rapport à U+V=0, et de laxe d’homologie; ce point 
serait évidemment le pôle de la droite exprimée par la dernière équation, par rapport 
à U+ V? =0. 

Ces résultats seront utiles pour l'interprétation de la formule relative à la conique 
qui touche les trois coniques données et que nous irons chercher maintenant. 
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Représentons par U + V?=0 l'équation de cette conique; léquation (10) du mémoire 
cité donnera les expressions 


Aaa + ... =— K + pp., 
a e O a aa E R E T A E CELY, 
Aaa, + = — K + pp;, 


auxquelles nous ajouterons léquation qui donne la valeur de p, savoir 


Il wy a qu'à substituer dans cette dernière équation les valeurs de a, 8, y que donnent 
les trois autres. Par là on obtient, pour déterminer p, une équation du second degré 
et de la forme 


KU =2KPpM FPN S Qi. in TUE A (13); 
, ` Le ° L ` 
c'est-à-dire, en faisant M? ~- NL = 0}, A = o4 H’ on aura p=AX et de là 
Aaa +... = — K (Ap, — 1), 
id Fia CA A a aea nans Es AR (14), 
Aaa + ... = — K (Ap, — 1), 


où A est une quantité connue, dont la valeur sera donnée dans la suite. Pour le 
moment il suffit de remarquer qu’en changeant à la fois les signes de p, Pz Ps Q, 
cette quantité A ne change que de signe. Au lieu de chercher les valeurs de a, B, y, 
il vaut mieux éliminer ces quantités entre ces dernières équations et l'équation 
V = ax + By+yz=0. Cela donne, pour trouver V, l'équation 


V, K(Ap-1) , K (Aps—1). K (Aps—-1) |=0 …. (15), 
æ, Aa +998, + Gy, a a, + IBB, + Giy, À as + 98: + Gys 


Y ; Ba + BB, + Fn, Pa, + 158: + Fv Das + BA + Fr: 
Z, G Q + FA T Cy, O a + FB+ Coys, Ga + FF Ba++ Cys 


qui peut aussi être écrite comme suit : 


V, An —1, Ap:-1, Aps—-1 |=0............ (16). 
Aa + Hy + Gz, & i; @s; ay 
Ha + By+ Fz, Ba Ba; B: 
G@aæ+ Fy + Cz, Yı, Yas Ys 


En mettant V=0, on aura l'équation de la chorde de contact de la conique 
cherchée et de la conique circonscrite U=0. En remarquant que l'équation de la 
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coque cherchée peut être mise sous la forme V=Y— U, l'équation de cétte conique 
se présentera sous la forme très simple: 


y= U, Ap—1, Apm L, Ap;—1 |=0............ (17), 
A x + Hy + Gz, &:, a ds 
Hg+ By + Fz, Bu Ba; B 
Gæ+Fy+0z, y, V2 26 4 


ou enfin, si l’on veut, sous la forme plus usitée: 


ai, €, a | U + Api—1, Ap;—1, Ap-1 |*=0...(18); 

2 Post e Ax + Hy + Gz, di; dis CA 

Vs Va Ys He+By+Fz, R, Ba f; 
Gx+Fy+cC'z, Yı» V2) Ys 


la premiere de ces deux formes est peut-être la plus élégante. 


Les propriétés géométriques sont absolument indépendantes de la valeur de la 
quantité A: mais pour compléter la solution, je vais donner l'expression de cette 
quantité. Pour cela, remarquons qu’en mettant pour abréger : 


UE RS Poe RS En rer ACROSS (19), 
Ba Bas B: 
a AOL) TEE a 
l = Bays Ta BY; H= ARA A BiYs e. 


Ma = Y2 A3 — Yo, 


à =l (pp — K) +l (pp: — K) + l; (pp; — K), 


on aura d’abord l'équation identique 


— KII (ax + By + ryz) = pp— K, pp—K, pp-EK |, 
Ag+ Hy + Gz, CEE CET a 3 
Hx+By+Fz, Bis Be, Ba 
Ga+Fy+C'z, Yis Y2» Ys 


ou, ce qui est la même chose, 


KTI (ax + By + yz) = A (Aæ + Hy + Q2) + (Hz + By + F2) + v (Ge + Fy + Co). 


Cela donne 
M (Ae + ...)=a + uB + vy, KO (a+ yb + vy) =(AX + ...), 
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c’est-à-dire 

KIT (Ae + ...)= ANX 
et, en vertu de cette expression, l’équation qui sert à déterminer p se réduit à 


KIT +AN+...-KIPp=0 ..... SLA PO PET (20). 


En la comparant avec l'équation K?L—2KpM +p°N =0, on obtient 
Li Il +14 (+ +4) +...) 
M= [A @ + b + l) (Lpi + apa + laps) +], f oee (21), 
N =- ATP + [A (pi + bips + bips) + ...], 


et de là, par une transformation déjà employée, 


Au M [A (Lp: + Lp + laps) + ….] | 
+ K[A (++ LF + ...] + K fes 
— [RA {pi Cu — a) + pa (as — a) + ps (um — m7 +...) 
mais l’interpretation de ce résultat paraît être difficile. 

En revenant sur l'équation trouvée pour la conique qui touche les trois coniques 
données? remarquons que les signes de &, B, nm, ou de æ, Ba» y, ou de @, Bz Y 
peuvent être changés conjointement. Cela revient en effet à écrire — V;, ou — V;, ou 
— V, au lieu de + V;, ou de + V}, ou de + V;, ce qui ne change pas les coniques 
inscrites. Mais il est facile de voir qu’en changeant à la fois les signes de Vi, V,, Va 
on ne change pas l'équation de la conique dont il sagit; cette équation ne change non 
plus, en changeant à la fois les signes de pı, P: ps, Q; de manière que l’équation 
trouvée correspond réellement à 32 coniques différentes. En distinguant ces 32 coniques 
par des symboles de la forme 


Vi tP EVS ER ENT Da Er: 
quatre symboles tels que 
PUR Va, Va Pi Pas Ps» Q), 
E A T Ps Pas i Ps, 9), 
CPU Ne a a eo p a 
EP ls Po a m= Br) 


ne se rapporteront qu'à une seule conique. Nous appelerons paires de coniques deux 
coniques quelconques exprimées par des symboles de la forme 


(3, Va, LIT Pi; Pz, Ps» +0); 


donc les 32 coniques forment 16 paires, groupées quatre à quatre de deux manières 
différentes : savoir, pour former un groupe, quatre paires telles que 


(+ Fr + #3; Va, Pi; P2» Ps; + Q), 
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ou quatre paires telles que 
eVi, Va: Fa TP + D, Ps; +0) 


peuvent être combinées. Ces deux espèces de groupes peuvent être distinguées par 
les noms groupes par rapport à un axe homologie, et groupes par rapport à un centre 
de symptose. En effet: considérons une paire de coniques, par exemple celle qui est 
représentée par les symboles (Vi, Va, Vs, P, Pa, Ps, +Q). Les équations des deux 
coniques de la paire sont les mêmes aux valeurs de A près; il est donc évident que 
les chordes de contact de ces deux coniques avec la conique circonscrite U =0 doivent 
se rencontrer au point d'intersection des droites 


PRE 8 de UE à Pis Pas Ps | = 0. 
Ax+Hy+ Gz, a&i, a, a; Ax+Hy+Gz, Arni a: as 
Hg Bg EE "Bn B, B Hr+By+Fz, Bi, Bi bs 
Ga+Fy+Cz y, Ye, Ys Ga+Fy+Cz, Yi, Ya Ys 


La première de ces équations se rapporte à la polaire dun des centres de symptose 
des trois coniques inscrites par rapport à la conique circonscrite; la seconde se rapporte 
à un des axes d’homologie. On a donc le théorème suivant: 


“Les points de rencontre des 16 chordes de contact des paires de coniques sont 
les points de rencontre des polaires des quatre centres de symptose par rapport à la 
conique circonscrite, avec les quatre axes d’homologie.” 


Cela suffit pour expliquer la manière dont les deux espèces de groupes ont été 
distinguées. 


Cherchons l'équation de la droite menée par les points de contact d’une des 
coniques inscrites (par exemple celle que donne lequation U+V=0) avec deux 
coniques de la même paire. En représentant par 


U+(ar+By+yz} =0 et U+(ax+8By+yz}=0 
les équations de ces deux coniques: les équations des tangentes communes seront 


(a—m)r+(8-8B)y+(y-m)z=0 et (-æœ)æ+(8 —-B)y+(y-n)2=0, 
et l'équation de la droite qui passe par les points de contact de ces deux droites avec 
la conique U + V=0 est: 
A (By —-By)2+...+A(n(8 —8)-B&(Y-7)2 +. 
+ (ue + By + mn) La (BY — By) + Bi (y — va) +y (a — dB)]=0 …… (23). 


Pour réduire cette équation, en exprimant par II, h, m &c. les valeurs plus haut, 
mettons À = l (Ap, — 1)+ l (Apa— 1) + h (Ap,— 1) &e, et soient À’, w, » ce que devien- 
nent les valeurs de à, y, v en écrivant A’ au lieu de A. On aura 


Ila= Ah + Hu + Gr, &c. 
©. 67 
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/ 


et des expressions pareilles des valeurs de W, y’, v’. Delà on tire 
I (By — 8'y) = ur’ — pv) À + GX — À) D + Qu’ — Vu) Gi, 
&c., 
pv’ — pu = (mans — mm) {(A Da — 1) (Ap: — 1) — (AP: — 1) (Aps — 1)} + &e. 
e =T (A — A) [a (ps — ps) + & (ps — pı) + % (Pı — P2)], 


; ; '—A 
c'est-à-dire, en supprimant le facteur commun A m` 


By’ +E B'y _ (Aa + J39 Bi + Ciy) (Pa — Ps) 
+ (Aa + D 8: + Gy) (Ps — Pi) 


+ (Aa, + I9 b; + Gys) (Pı — Po); 
&c. 


Aussi on aura, en supprimant le même facteur : 
(8 —8)-B(y —y)= (Lp+ bpt l; Ps) (ni H - BG) 
+ (map + MPa + Maps) (& E — y À) 
+ (na Pa + Ma Pa + Ms Ds) (BA — a H). 
De là on obtient immédiatement 
A (By — B'y)a +... = K [V; (pa — ps) + Vo (Ps — Pı) + Vs (pi — p2)], 
et, par une réduction un peu plus difficile, 
A (nm (8 -— 8)-Bi(y’- Y))& + … 
= (Lp+ Lp:+ b p:) [z (a +B + y) -7 (Ca + F L +C) 
+ (Mp + MP + MPs) [æ (Œ a + Fe F Cy) TIA (A & + 8, + Gy)] 
+ (1h P + Ma Pa + Ms po) [y (A a + A: + y) — a (Bu + 8 Bi + Fh) 
= V, [p: (Aam + ...)— p: (Aaa + ...)] + Va [ps (Aa +...) — p (Aaa + ...)] 
+ V, [p (Ana + ...) — pa (Aa + .….)]: 
et enfin 
(aw + Biy + y2) [a (By — By) + Bı (ya — y'a) +y (a8 — x'B)] 
= V, [Aa + ...) (Pa — Ps) + (Anast...) (Ps — P) + (Aaa + ……) (Pi — p:)): 
Donc, en réunissant ces expressions des trois parties de l'équation dont il s'agit, cette 
équation se réduit à 
V, [(K + Aa? +...) (m2 — ps) — (Aa + …) Pi + (Aoa +...) Pi] 
+ V [(K + Aa? +...) ps —(K+ Aa +...) ml] 
+ V [(K + Aaa +...) Pi — (K + Aa +...) p]=0 PTET TE CL (24). 
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En mettant p? au lieu de K+a?+... et en supprimant le facteur commun y, 
on aura 


V: [ppa — (Aaa + ...) — pi Ps + (Aam + ….)] + V: [pps — (Aaa + ...)— K] 
+ V, [K — pip: + (Aaa + ...)] = 0, 
et en remettant p’-— (Aa? + ...)=K, on obtient pour léquation dont il s’agit : 
V;, Fi » |=0 CO) 
LE Hre 
Pè — (Aa +...) Ppa — (Aaa + …), a, ) | 
Cette équation est celle de la droite menée par les points de contact de deux 
coniques de la même paire avec la conique U+V=0. Elle est la même qui a été 


déjà obtenue pour la droite résultante d’une certaine construction géométrique; on est 
donc arrivé au théorème connu suivant: 


“La droite menée par le pôle d’un axe d’homologie par rapport à une des trois 
coniques inscrites, et par un centre de symptose, rencontre cette même conique en deux 
points qui sont les points de contact de cette conique avec deux coniques de la même 
paire ;” 


ou, ce qui revient au même: 


“Le point de rencontre de la polaire d’un centre de symptose, par rapport à une 
des trois coniques inscrites, et d’un axe d’homologie, est le point de rencontre des 
tangentes communes de cette même conique et de deux coniques de la même paire.” 


67—2 
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